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� � 摘 � 要: � 经典的向量子空间学习算法是以数据流形的向量表示进行计算的,但是在现实世界中数据流形从本质

上而言是以张量的形式存在,因此基于张量子空间的学习算法能够更好地揭示流形内在的几何结构.本文提出了一种

新的张量子空间的学习算法:张量局部判别投影. 首先构建类内和类间图, 然后保持流形的局部结构并且利用数据的

判别信息,推导出算法的计算公式, 最后通过迭代计算广义特征向量, 解得最优张量子空间.在标准人脸数据库上的实

验表明该算法有效.
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Face Recognition Using Tensor Locality Discriminant Projection
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Abstract: � Classical vector subspace learning algorithms work with vectorized representations of data manifold, while data

manifold represented in the reality is intrinsically a tensor, so the algorithms based on tensor subspace learnig can perfectly detect the

intrinsic geometrical structure of the data manifold. In this paper , a novel tensor subspace learning algorithm, tensor lo cality discrimi�

nant projection, is proposed. To implement the algorithm, construct w ithin�class and between�class graph at first, then preserve local

structure of the data manifo ld and utilize its discriminant information to deduce the formula of the algorithm, finally work out opti�

mal tensor subspace by iteratively computing the generalized eigenvectors. The experiments on the standard face database demon�
strate the effectiveness of the propo sed algorithm.
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1 � 引言

� � 在人脸识别技术的发展过程中,图像的向量表示方

法一直占据着重要的地位.其中,主成分分析 ( Principle

Component Analysis, PCA ) [ 1]、线性判别分析 ( Linear Dis�
criminant Analysis, LDA ) [ 2]、局部保持投影 ( Locality Pre�
serving Projections, LPP) [ 3]是经典的识别方法,它们都是

使用向量的表示方法,解决的都是将高维向量空间的图

像 X 降维到低维向量空间的图像 Y, 即求出转换矩阵

A ,满足投影方程 Y= ATX . 这样的应用如 Eigenfaces,

Fisherfaces和 Laplacianfaces.但是,图像实际上是以张量

形式存在的,它自身所包含的信息不是向量可以完全替

代的.当 Vasilescu和 Terzopoulos提出张量人脸识别算法

Tensorfaces
[ 4]
时,真正地将人脸图像的表示方法从传统

的向量发展到张量:将奇异值分解在张量空间中扩展,

把高阶张量表示的人脸图像按照不同维的方向分解为

光线、表情、姿态等因素,使人脸识别更加方便和准确.

图 1 是不同特征的人脸.

张量人脸识别算法的提出,开辟拓了人脸识别研究

的新途径. 二维主成分分析 ( Two�dimensional Principle

Component Analysis, 2DPCA ) [ 5] 和二维线性判别分析

(Two�dimensional Linear Discriminant Analysis, LDA) [ 6]是图

像表示的一种新技术,用二维矩阵直接表示图像. 但是

2DPCA和 2DLDA 都注重在欧氏空间中保持流形的全局

结构,而忽视了流形的局部结构.张量子空间分析(Ten�
sor Subspace Analysis, TSA) [ 7]用张量的表示方法在致密

黎曼流形上对 Laplacian Beltrami 算子进行了线性近似,

它致力于保持流形的局部结构,可是忽视了流形的全局

结构,对类内和类间信息没有进行清楚的划分,这使它对

数据的重建仍显不足.融合全局和局部特征的识别算

法[ 8]的出现,给张量识别算法提供了新思路.本文提出的

张量局部判别投影 ( Tensor Locality Discriminant Projec�
tionTLDP) ,不但继承了TSA保持流形局部几何结构的特

征,而且注重保持全局的判别结构,从而提高了数据重,
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建的能力,并且改进了识别效率.本文主要讨论二阶张

量图像,算法可以推广到高阶张量.

2 � 张量局部判别投影

� � 对于一张大小为 m � n 的图像,通常是用向量空间

Rm � n中的一个m � n 维的向量表示, 实际上图像是以

二阶张量(矩阵)存在 Rm  Rn 的张量空间中,这里 Rm

和R
n
分别表示m维和n 维的向量空间.那么,人脸空间

常常被认为是嵌入 Rm  Rn中的一个子空间,通过图像

采样构造邻接图来对流形的几何结构进行数学建模,从

而求解投影矩阵.张量局部判别投影就是按照这种思想

对人脸流形进行线性近似, 获得从高维张量空间 Rm  
Rn到低维张量空间 Rk  Rl ( k< m, l< n)的降维映射.

根据文献[ 9] ,如果矩阵 P和Q的列分别是向量空

间Rm 和 Rn 的正交基,用 { p i }
u
i= 1和 { qj }

v
j= 1表示,那么张

量空间 Rm  Rn的基就是{ pi  qj } .任意的 X  Rm  Rn

在pi  qj 上的投影可以用内积!X, pi  qj ∀= pT
iXqj 计

算,基张量 p i qj 也可以看作是矩阵形式p iq
T
j .因此,对

于 X  Rm  Rn既可以看作是m � n 的矩阵,也可以看

作是二阶张量#
i , j

( pT
iXqj ) piq

T
j . 设 Rm  Rn 中的张量 X

在Rk  Rl ( k< m, l< n)中的映射为 Y,即寻找 m � k 的

转换矩阵 P和 n � l 的转换矩阵Q, 使得映射满足 Y=

PTXQ,从而实现张量的降维.

因为人脸空间可以看作是嵌入图像空间的非线性

子流形M,通过 M 上的散点可以估计它的全局和局部

特征,为此构造类内图 GW 和类间图 GB 并且对二者进

行数学建模.如果人脸子流形 M  Rm  Rn , Xi 是M 上

的任意一个采样点,设 N(Xi ) = {X 1
i , ∃, Xt

i }是和 Xi 相

邻最近的 t 个点的集合, l ( Xi ) 是 Xi 的类别标记,

NW( Xi)是 N ( Xi )中与 Xi 类别标记相同点的集合,

N B (Xi)是 N(Xi )中与 Xi 类别标记不同点的集合,可得

NW(Xi ) = {X
s
i | l( X

s
i ) = l ( Xi ) , 1 % s % t } ( 1)

NB ( Xi ) = {Xs
i | l (Xs

i ) & l ( Xi ) , 1 % s % t } ( 2)

参照临界费舍尔分析 ( Marginal Fisher Analysis,

MFA) [ 10, 11]中加权矩阵的定义方法,定义 GW 的加权矩

阵 SW 和 GB 的加权矩阵 SB, 并在此基础上推导 TLDP

的张量子空间的计算公式,那么

SW, ij=
1,如果 Xi  NW( Xj )或者 Xj  NW( Xi)

0, � � � � � 其他
( 3)

SB, ij=
1,如果 Xi  N B( Xj )或者 Xj  N B(Xi )

0, � � � � � 其他
( 4)

其中 SW, ij和 SB, ij分别表示 SW 和 SB 的第 i 行第 j

列的元素.

如果 Xi 和Xj 在张量子空间 Rk  Rl ( k< m, l< n)

上的映射分别为 Yi 和 Yj,为了保证 Xi 和Xj 在相距很近

且具有相同类别标记时, Yi 和 Yj 相距也很近; Xi 和 Xj

在相距很近但具有不同类别标记时, Yi 和 Yj 相距很远.

根据 Laplacian 特征映射[ 12] ,得到张量空间的目标函数

min #
i , j

∋ Yi- Yj ∋2WW, ij ( 5)

max #
i , j

∋ Yi- Yj ∋2 WB, ij ( 6)

令 DW, ii= #
j

SW, ij , DB, ii= #
j

SB, ij , 因为 ∋ A ∋2=

tr( AAT ), Y= PTXQ,式( 5)可得

� � � #
i , j

∋ Yi- Yj ∋
2 SW, ij

= #
i , j

tr( ( Yi- Yj ) ( Yi- Yj )
T) SW, ij

= 2tr #
i

DW, ijYiY
T
i- #

i , j

SW, ijYiY
T
j

= 2tr #
i

DW, iiYiY
T
i - 2tr #

i , j

SW, ijYiY
T
j

= 2tr PT #
i

DW, iiXiQQ
TXT

i P

� - 2tr PT #
i , j

SW, ijXiQQ
TXT

j P

= 2tr(PTDWQP) - 2tr( PTSWQP) ( 7)

其中 DWQ= #
i

DW, iiXiQQ
TXT

i , SWQ= #
i , j

SW, ijXiQQ
TXT

j .限

定 tr #
i

DW, iiYiY
T
i = tr P

T
DWQP = 1,由式( 5)知, 目标

函数可转化为 tr #
i, j

SW, ijYiY
T
j = tr PTSWQP 最大.

� � � #
i , j

∋ Yi- Yj ∋
2 SB, ij

= #
i , j

tr( ( Yi- Yj ) ( Yi- Yj )
T
) SB, ij

= 2tr #
i

DB, iiYiY
T
i - #

i, j

SB, ijYiY
T
j

= 2tr #
i

DB, iiP
TXiQQ

TXT
iP- #

i , j

SB, ijP
TXiQQ

TXT
jP

= 2tr PT #
i

DB, iiXiQQ
TXT

i - #
i , j

SB, ijXiQQ
TXT

j P

= 2tr(PT (DBQ- SBQ)P) ( 8)
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其中, DBQ= #
i

DB, iiXiQQ
TXT

i , SBQ= #
i , j

SB, ijXiQQ
TXT

j .

由式(5)和式( 6)知,优化问题可以转化为 tr( PTSWQ

P)和 tr( PT( DBQ- SBQ) P)同时最大, 限定 tr( PTDWQP)

= 1,得到

max
P, Q

�(tr( PT( DBQ- SBQ) P) + ( 1- �)(tr( PTSWQP)

tr( PTDWQP)

= max
P, Q

tr( PT( �(( DBQ- SBQ) + (1- �) (SWQ) P)

tr( PTDWQP)
( 9)

其中 �是合适的调节参数,且满足 0 % �% 1.

又由∋A ∋2= tr( ATA) ,可得

� � � #
i, j

∋ Yi- Yj ∋2SW, ij

= #
i, j

tr( ( Yi- Yj)
T( Yi- Yj) ) SW, ij

= 2tr #
i

DW, iiY
T
i Yi- #

i , j

SW, ijY
T
iYj

= 2tr #
i

DW, iiY
T
i Yi - 2tr #

i , j

SW, ijY
T
iYj

= 2tr QT #
i

DW, iiX
T
iPP

TXi Q

� - 2tr QT #
i , j

SW, ijX
T
iPP

TXj Q

= 2tr( QTDWPQ) - 2tr( QT SWPQ) ( 10)

其中 DWP= #
i

DW, iiX
T
iPP

TXi , SWP= #
i, j

SW, ijX
T
iPP

TXj.

因为 tr( AB) = tr( BA) ,所以

tr #
i

DW, iiYiY
T
i

= #
i

( DW, ii(tr( YiY
T
i ) ) = #

i

( DW, ii(tr( Y
T
i Yi) )

= tr #
i

( DW, iiY
T
iYi = tr( QTDWPQ) = 1

由 式 ( 5 ) 知, 目 标 函 数 可 以 转 化 为

tr #
i , j

SW, ijY
T
iYj = tr( QTSWPQ)最大.

� � � #
ij

∋ Yi- Yj ∋2
SB, ij

= #
ij

tr( ( Yi- Yj)
T( Yi- Yj) ) SB, ij

= 2tr #
i

DB, iiY
T
iYi- #

i , j

SB, ijY
T
iYj

= 2tr #
i

DB, iiQ
TXT

iPP
TXiQ- #

i , j

SB, ijQ
TXT

iPP
TXjQ

= 2tr QT #
i

DB, iiX
T
iPP

TXi- #
i, j

SB, ijX
T
iPP

TXj Q

= 2tr( QT( DBP- SBP) Q) ( 11)

其中, DBP= #
i

DB, iiX
T
iPP

T
Xi , SBP= #

i, j

SB, ijX
T
iPP

T
Xj .

由式 ( 5 ) 和式 ( 6 ) 可知, 优化问题可以转化为

tr( QTSWPQ)和 tr ( QT ( DBP- SBP) Q)同时最大, 限定

tr( QTDWPQ) = 1,得

max
P, Q

�(tr( QT( DBP- SBP) Q) + ( 1- �) (tr( QTSWPQ)

tr( QTDWPQ)

= max
P, Q

tr( QT ( �(( DBP- SBP) + ( 1- �) (SWP) Q)

tr( QT DWPQ)
( 12)

由式( 9)和式( 12)可知, P 是 ( �(( DBQ- SBQ) + ( 1

- �)(SWQ, DWQ)的广义特征向量矩阵, Q是( �(( DBP-

SBP) + ( 1- �)(SWP(DWP)的广义特征向量矩阵, 直接计

算 P 和Q比较困难,根据文献 [6] 的迭代计算方法, 首

先令 P为单位矩阵,由式( 13)解出广义特征向量矩阵

Q ,

( �(( DBP- SBP) + (1- �)(SWP) Q= �DWP(Q ( 13)

解出 Q后,如式( 14)解出广义特征向量矩阵 P 并

使它得到更新,

( �((DBQ- SBQ) + (1- �)(SWQ) P= �DWQ(P ( 14)

然后按照设定的迭代次数计算得到最后的 P和Q .表 1

给出了 TLDP算法的实现步骤.

表 1 � TLDP 算法

输入:样本数据 X 1, ∃, X n,低维张量空间的维数 k 和 l

输出:转换矩阵 P 和Q

) � 构造 G W的加权矩阵 SW 和 GB的加权矩阵 SB;

∗ � 令 P= I ,迭代次数为 N;

+ � For � i= 1, ∃, N

将 P 代入DWP, D BP, SWP, SBP;

计算(�(( DBP- SBP) + ( 1- �)( SWP, DWP)的广义特征向量

矩阵 Q;

将 Q代入DWQ, DBQ, SWQ, SBQ;

计算(�(( DBQ- SBQ) + ( 1- �) ( SWQ, DWQ)的广义特征向

量矩阵 P ;

End

,� 根据 k、l 的值,输出 P − [ p 1, p 2, ∃, pk ] , Q− [ q1, q2, ∃, ql ] .

3 � 实验与分析

� � 为了验证 TLDP算法的有效性,采用了 ORL、FERET

和 PIE人脸数据库中的样本图像进行实验.将 TLDP和

LDA, LPP, 张量主成分分析 ( Tensor Principle Component

Analysis, TPCA) , 张量线性判别分析 ( Tensor Linear Dis�
criminant Analysis, TLDA) , 张量临界费舍尔分析 ( Tensor

Marginal Fisher Analysis, TMFA) ,张量邻域保持嵌入(Ten�
sor Neighborhood Preserving Embedding, TNPE)和 TSA 进行

比较.对于这些识别算法,调整所有参数到最佳,实验使

用最近邻分类器完成最后的分类.

对于实验所用的人脸图像需要进行预处理,根据眼

睛的位置配准图像,使得所有图像的左眼中心和右眼中

心都重合, 然后将所有实验图像裁剪且缩放为 32 � 32.

降维的张量子空间为 Rd  Rd , d= 1, 2, ∃, 32,TLDP的

参数 �= 0�1.实验首先通过训练样本图像计算得到人
脸张量子空间,然后将测试样本图像投影到张量子空
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间,最后用分类器进行分类.

3�1 � ORL人脸数据库的实验

ORL人脸数据库包括 40 类共 400 张人脸图像,从

每类人脸图像中随机选取 i ( i= 3, 5)张图像作为训练

集,剩下的作为测试集,重复进行 10次, 共获得 10对不

同的训练集和测试集, 分别以 3Train 和 5Train 表示,最

后报道的识别率取 10次实验的平均值.图 2是 ORL人

脸数据库的样本图像.

表 2 � ORL 人脸数据库上的最高识别率( % )

算法 3Train 5Train

LDA 84. 3( 39) 92( 39)

LPP 86. 2( 39) 92. 5( 39)

TPCA 78. 9( 17� 17) 89( 10� 10)

TLDA 88. 9( 29� 29) 95( 8� 8)

TMFA 89. 1( 8� 8) 95. 7(12� 12)

TNPE 88. 8( 7� 7) 94. 5(13� 13)

TSA 87. 2( 13� 13) 96. 6(16� 16)

TLDP 89. 7( 8� 8) 97. 1(12� 12)

� � 表 2给出了实验的平均最高识别率及其对应的子

空间的维数, 图 3是实验的识别率曲线. 从表 2 和图 3

可知,对于所有的识别算法,随着训练样本数量的增加,

识别率相应增加.基于张量的算法在识别性能上优于对

应的基于向量的算法, 比如 TSA 和 LPP. 对于保持局部

结构的张量算法 TNPE和TSA,识别性能基本相当;对于

保持判别信息的算法 TMFA 和 TLDA,识别效果差别很

小.兼顾保持局部结构和判别信息的 TLDP,识别效果最

好.

3�2 � FERET人脸数据库的实验
在 FERET 人脸数据库中选取部分样本,包括 217人

共 1130张人脸图像,每类人脸图像最少 4 张.从每类人

脸图像中随机选取 i ( i= 2, 3)张图像作为训练集, 剩下

的作为测试集,重复进行 4次, 最后的实验结果取 4 次

实验的平均值.图 4 是 FERET 人脸数据库的样本图像.

表 3 � FERET人脸数据库上的最高识别率( % )

算法 2Train 3Train

LDA 47. 5(216) 48. 8( 216)

LPP 46. 8(218) 49. 5( 276)

TPCA 53. 8( 23� 23) 63. 6( 28� 28)

TLDA 53. 9( 31� 31) 65. 6( 32� 32)

TMFA 57. 9( 18� 18) 71. 4( 23� 23)

TNPE 58. 1( 18� 18) 69. 6( 23� 23)

TSA 58. 8( 28� 28) 71. 1( 21� 21)

TLDP 60. 9( 18� 18) 74. 4( 24� 24)

� � 表 3和图 5分别是 FERET 人脸数据库上的最高识

别率和识别率曲线.根据实验结果可知, TLDP的识别效
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果优于其他的识别算法. TMFA, TNPE和 TSA 识别性能

相近, TLDA比 TPCA 识别效果稍微好一些.

3�3 � PIE人脸数据库的实验

在 PIE人脸数据库中选取实验样本,从每类人脸图

像中选取 120张图像组成实验样本数据,然后再在每类

样本数据中随机选取 i( i= 5, 15)张图像作为训练集,剩

下的作为测试集, 重复进行 10 次, 最后的识别率取 10

次实验的平均值.图 6是 PIE人脸数据库的样本图像.

从表 4的实验结果和图 7 的识别率曲线中可知,

5Train时 TMFA 识别率最高, 15Train 时 TLDP的识别率

最高.

表 4� PIE人脸数据库上的最高识别率( % )

算法 5Train 15Train

LDA 58. 9( 67) 76. 8( 67)

LPP 64. 3( 67) 76. 9( 89)

TPCA 61. 1( 29� 29) 70( 32� 32)

TLDA 64. 9( 32� 32) 78. 2(29� 29)

TMFA 78 (10� 10) 87. 8(31� 31)

TNPE 72. 5( 26� 26) 85. 3(23� 23)

TSA 74. 7( 14� 14) 83( 9� 9)

TLDP 77. 1( 18� 18) 88. 1(10� 10)

3�4 � 分析

张量局部判别投影 TLDP沿袭了 TSA 用一个无向

有权图来描述一个流形的方式,然后通过图的嵌入在张

量子空间中寻找它的低维表示.由实验可知, TLDP继承

了 TSA 的特性, 对于姿态、光照、表情等变化表现出极

强的鲁棒性.

实验表明,保持流形局部结构的张量算法在识别性

能上优于保持数据的信息的张量算法, 例如 TSA 相对

于TLDA.而对于仅仅保持流形局部结构的算法 TNPE

和 TSA,它们的区别是 TNPE通过局部重建的线性系数

保持流形的局部结构, TSA通过建立邻接图对流形的局

部结构进行建模,因为 TNPE需要对每个采样点的线性

系数进行估计, 这使 TNPE的计算开销大于 TSA. TLDP

在 TSA的基础上, 对类内和类间样本进行了严格的区

分,既保持了流形的局部几何结构也保持了全局的判别

结构,这也是 TLDP识别性能优异的原因.

TLDP和TMFA相比, 它们有相似之处,都保持了数

据的判别信息,但是在对局部结构建模方面, TLDP只使

用了一个临界参数,而 TMFA 需要两个临界参数,这使

TMFA在参数选择方面难度大于 TLDP, 造成 TMFA 对流

形局部结构的刻画不如 TLDP准确, 实验结果也说明了

这个问题.

4 � 总结与展望

� � 本文提出了一种张量子空间的人脸识别算法

TLDP,完整地保持了流形的局部几何结构和全局判别

结构,最优的张量子空间可以归结为迭代求解广义特征

向量问题, 实验验证了算法的有效性. TLDP 可以看作

TSA 的发展,在保持流形局部几何结构的基础上, TLDP

划分了类别信息,使其对流形的描述更加细致,识别效

果上优于只注重单一目标的张量算法.

尽管张量算法优于相应的向量算法,但是张量算法

只是考虑图像中同一行或同一列的像素间的关系,而没

有考虑图像的全部空间关系. TLDP算法是线性的,对于

高度非线性的图像流形,有可能不能发现流形的内在几

何结构.如何解决这些问题,需要进一步研究.
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